Εργαστήριο Μαθηματικών & Στατιστικής

Γραπτή Εξέταση Περιόδου Σεπτεμβρίου 2009
                                                    στη Στατιστική                                             30/09/09
Α΄ ΣΕΙΡΑ ΘΕΜΑΤΩΝ

1. [20] Μια καπνοβιομηχανία ισχυρίζεται ότι στα νέα τσιγάρα που διαφημίζει, η ποσότητα πίσσας ανά τσιγάρο είναι τυχαία μεταβλητή (έστω Χ) με μέση τιμή 
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 και τυπική απόκλιση 
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. Σε έλεγχο που πραγματοποίησε ο οργανισμός προστασίας καταναλωτή, επιλέχθηκαν τυχαία από την παραγωγή μιας ημέρας 100 τσιγάρα. (α) Αν δεχθούμε ότι ο ισχυρισμός της καπνοβιομηχανίας είναι αληθής, ποια είναι η πιθανότητα η μέση ποσότητα πίσσας στο δείγμα των 100 τσιγάρων (
[image: image3.wmf]X

) να είναι μεγαλύτερη από 4.15mgr. (β) Αν βρεθεί ότι η μέση ποσότητα πίσσας στο δείγμα των 100 τσιγάρων είναι 4.19mgr, τι μπορούμε να σκεφθούμε για τον ισχυρισμό της καπνοβιομηχανίας.
2. [30] Το 2% ενός πληθυσμού πάσχει από μια συγκεκριμένη ασθένεια. Για τη διάγνωση της ασθένειας γίνεται μια εξέταση η οποία δίνει σωστή διάγνωση στο 95% των περιπτώσεων όταν το εξεταζόμενο άτομο πάσχει από την ασθένεια και στο 90% των περιπτώσεων όταν δεν πάσχει από την ασθένεια. (α) Επιλέγεται τυχαία ένα άτομο και υποβάλλεται στην εξέταση. Ποια είναι η πιθανότητα το αποτέλεσμα της εξέτασης να είναι θετικό, δηλαδή να δείχνει ότι το άτομο πάσχει από την ασθένεια. (β) Επιλέγεται τυχαία ένα άτομο, υποβάλλεται στην εξέταση και η εξέταση δίνει θετικό αποτέλεσμα. Ποια είναι η πιθανότητα το άτομο αυτό να πάσχει πράγματι από την ασθένεια. (γ) Επιλέγονται τυχαία 5 άτομα, υποβάλλονται στην εξέταση και το αποτέλεσμα και στις πέντε περιπτώσεις είναι θετικό. Ποια είναι η πιθανότητα τουλάχιστον δύο από αυτά πράγματι να πάσχουν από την ασθένεια.
3. [20]   Μια εταιρεία παραγωγής γάλακτος, προκειμένου να διαλέξει ανάμεσα σε δύο μάρκες Α και Β για την αντικατάσταση κάποιων μηχανημάτων της, έκανε τον εξής έλεγχο. Πήρε ένα δείγμα από 8 εργάτες, οι οποίοι την πρώτη μέρα χειρίσθηκαν τα μηχανήματα της μάρκας Α και τη δεύτερη μέρα τα μηχανήματα της μάρκας Β, και κατέγραψε τις αποδόσεις των μηχανημάτων. Τα αποτελέσματα ήταν ως εξής:
	Εργάτης
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Μηχάνημα τύπου Α
	80
	92
	102
	76
	105
	98
	110
	89

	Μηχάνημα τύπου Β
	86
	94
	104
	78
	103
	97
	115
	91


α) Ελέγξτε εάν οι αποδόσεις των μηχανημάτων της μάρκας Β είναι μεγαλύτερες από τις αποδόσεις των μηχανημάτων της μάρκας Α σε επίπεδο σημαντικότητας 5%. Να διατυπώσετε με ακρίβεια τις υποθέσεις που ελέγχετε .

β) Δώστε ένα 99% διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση απόδοση μηχανημάτων τύπου Β.
4. [15] Δύο διαφορετικά κράματα μετάλλων Ι και ΙΙ χρησιμοποιούνται για την κατασκευή εξαρτημάτων μιας συσκευής. Εκατό δείγματα από το κάθε ένα υπόκεινται σε ένα τεστ αντοχής. Ελαττώματα παρατηρήθηκαν σε 18 από εκείνα που γίνονται με το κράμα Ι και σε 26 από εκείνα που γίνονται με το κράμα ΙΙ.
α) Σε στάθμη σημαντικότητας 5% μπορούμε να συμπεράνουμε ότι το κράμα τύπου Ι είναι ανθεκτικότερο από το κράμα τύπου ΙΙ;

β) Δώστε ένα 98% διάστημα εμπιστοσύνης για το ποσοστό των ελαττωμάτων που παρατηρούνται στα εξαρτήματα που κατασκευάζονται με το κράμα Ι.

5. [15] Στον επόμενο πίνακα δίνεται ο ρυθμός αναπνοής τεσσάρων ειδών καβουριών, σε τρεις διαφορετικές θερμοκρασίες. Αφού διατυπώσετε κατάλληλους ελέγχους υποθέσεων, ελέγξετε σε επίπεδο σημαντικότητας 5% αν υπάρχει διαφορά στο ρυθμό αναπνοής που να οφείλεται στα διαφορετικά είδη ή στις διαφορετικές θερμοκρασίες.                        

	
	           Είδη (Α)

	Θερμοκρασία (Β)
	Α1        Α2       Α3         Α4

	Χαμηλή     Β1
	2.3       2.0       1.8       1.7

	Μέτρια      Β2
	2.6       2.3       2.0       1.9

	Υψηλή       Β3
	2.8       2.5       2.2       2.3


(Δίνονται: SSA=0.7,  SSB=0.5,  SST=1.22).     
- Τιμές Φ(z) της συνάρτησης κατανομής της τυποποιημένης Κανονικής Κατανομής στο σημείο z
Φ(0.5)=0.6915, Φ(0.78)=0.7823, Φ(0.87)=0.8078, Φ(1.02)=0.8461, Φ(1.58)=0.9429, Φ(1.96)=0.9750, Φ(2.04)=0.9793, Φ(2.33)=0.9901, Φ(2.50)=0.9938, Φ(2.56)=0.9948.
- Κριτικές τιμές  Ζα της τυποποιημένης κανονικής κατανομής σε επίπεδο σημαντικότητας α

Ζ0.005=2.57       Ζ0.01=2.33       Ζ0.02=2.05       Ζ0.025=1.96      Ζ0.05=1.64    Ζ0.10=1.28

- Κριτικές τιμές  
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 (α)  της Χ2 κατανομής με k βαθμούς ελευθερίας και για επίπεδο σημαντικότητας α.
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 - Κριτικές τιμές tk(α) της t  κατανομής με k  βαθμούς ελευθερίας και για επίπεδο σημαντικότητας α.
  t7(0.05) = 1.89           t7(0.025) = 2.36      t7(0.01) = 3.00    t7(0.005) = 3.50

  t14(0.05) = 1.76         t14(0.025) = 2.14    t14(0.01) = 2.62    t14(0.005) = 2.98
- Κριτικές τιμές Fμ,ν(α)  της F  κατανομής με μ και ν βαθμούς ελευθερίας για επίπεδο σημαντικότητας α. 
F3,2(0.05) = 19.2   F2,6(0.05) = 5.14   F3,6(0.05) = 4.76    F2,11 (0.05) = 3.98     F3,11(0.05) = 3.59
Εργαστήριο Μαθηματικών & Στατιστικής

Γραπτή Εξέταση Περιόδου Σεπτεμβρίου 2009

                                                    στη Στατιστική                                             30/09/09
Β΄ ΣΕΙΡΑ ΘΕΜΑΤΩΝ                                                                       
1. [20] Η εθνική επιτροπή για την ασφάλεια και την υγιεινή της εργασίας ολοκλήρωσε μια μελέτη για το επίπεδο διοξίνης TCDD στο οποίο εκτίθενται οι εργαζόμενοι σε μια βιομηχανική περιοχή. Η μελέτη έδειξε ότι το επίπεδο διοξίνης είναι τυχαία μεταβλητή (έστω Χ) με μέση τιμή 
[image: image10.wmf]ppt
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 (parts per trillion) και τυπική απόκλιση 
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. Παίρνουμε ένα τυχαίο δείγμα 50 εργαζομένων από την περιοχή. (α) Αν το συμπέρασμα της μελέτης είναι σωστό, ποια είναι η πιθανότητα το μέσο επίπεδο διοξίνης που δέχονται οι 50 εργαζόμενοι (
[image: image12.wmf]X

) να ξεπερνά τα 600ppt. (β) Αν βρεθεί ότι το μέσο επίπεδο διοξίνης που δέχονται οι 50 εργαζόμενοι του δείγματος είναι 625ppt και το συμπέρασμα της μελέτης είναι σωστό, πώς μπορεί να ερμηνευθεί η τιμή 625ppt που παρατηρήθηκε στο δείγμα;
2. [30] Το 2% ενός πληθυσμού πάσχει από μια συγκεκριμένη ασθένεια. Για τη διάγνωση της ασθένειας γίνεται μια εξέταση η οποία δίνει σωστή διάγνωση στο 90% των περιπτώσεων όταν το εξεταζόμενο άτομο πάσχει από την ασθένεια και στο 95% των περιπτώσεων όταν δεν πάσχει από την ασθένεια. (α) Επιλέγεται τυχαία ένα άτομο και υποβάλλεται στην εξέταση. Ποια είναι η πιθανότητα το αποτέλεσμα της εξέτασης να είναι θετικό, δηλαδή να δείχνει ότι το άτομο πάσχει από την ασθένεια. (β) Επιλέγεται τυχαία ένα άτομο, υποβάλλεται στην εξέταση και η εξέταση δίνει θετικό αποτέλεσμα. Ποια είναι η πιθανότητα το άτομο αυτό να πάσχει πράγματι από την ασθένεια. (γ) Επιλέγονται τυχαία 6 άτομα, υποβάλλονται στην εξέταση και το αποτέλεσμα και στις έξι περιπτώσεις είναι θετικό. Ποια είναι η πιθανότητα τουλάχιστον τρία από αυτά πράγματι να πάσχουν από την ασθένεια.
3. [25] Το ύψος των δένδρων ενός δάσους μετριέται συνήθως από το έδαφος. Η μέθοδος αυτή είναι ακριβής αλλά δαπανηρή και για αυτό προτείνεται να υπολογίζεται το ύψος των δένδρων από αεροφωτογραφίες. Για να μελετήσουμε την ακρίβεια της μεθόδου με αεροφωτογραφίες, μετρήσαμε το ύψος 8 δένδρων και με τους δύο τρόπους και βρήκαμε τα εξής μεγέθη:

                                              Ύψος δένδρου (σε πόδια)

Από το έδαφος:                  43     39     39     41     46     43      41     44     

Από αεροφωτογραφία:       37     35     34     42     39     37      40     40     

α) Υπάρχει διαφορά μεταξύ των δύο μεθόδων σε επίπεδο σημαντικότητας 5%; 
β) Ελέγξτε αν το μέσο ύψος των δέντρων του δάσους, όταν υπολογίζεται από αεροφωτογραφίες είναι μεγαλύτερο από 37 πόδια (α=0.05).
γ) Δώστε ένα 98% διάστημα εμπιστοσύνης για το μέσο ύψος του πληθυσμού των δένδρων , όταν αυτό υπολογίζεται από αεροφωτογραφίες.
4. [10] Από τα στοιχεία ενός εργαστηρίου φαίνονται τα ακόλουθα: 60 transistors τύπου Α σε ένα δείγμα χιλίων transistors βρέθηκαν ελαττωματικά και 40 transistors τύπου Β σε ένα άλλο δείγμα επίσης χιλίων transistors βρέθηκαν ελαττωματικά. Τα παραπάνω δεδομένα δίνουν αρκετές ενδείξεις που να φαίνεται ότι υπάρχει διαφορά στην ποιότητα μεταξύ των transistors   τύπου Α και τύπου Β (α=0.05);
5. [15] Κάποιο χημικό πείραμα έλαβε χώρα με 4 διαφορετικούς καταλύτες και σε 3 διαφορετικές θερμοκρασίες. Ελέγξτε σε επίπεδο σημαντικότητας α=0.05 εάν το αποτέλεσμα του πειράματος αλλάζει: α) διαφοροποιώντας τον καταλύτη (Α), β) διαφοροποιώντας τη θερμοκρασία (Β).

	
	           Καταλύτης (Α)

	Θερμοκρασία (Β)
	Α1        Α2       Α3         Α4

	          Β1
	53        59       58         50

	          Β2
	57        65       62         60

	          Β3
	52        62       54         52


(Δίνονται: SSA=132,  SSB=96,  SST=252).                                             
- Τιμές Φ(z) της συνάρτησης κατανομής της τυποποιημένης Κανονικής Κατανομής στο σημείο z
Φ(0.5)=0.6915, Φ(0.78)=0.7823, Φ(0.87)=0.8078, Φ(1.02)=0.8461, Φ(1.58)=0.9429, Φ(1.96)=0.9750, Φ(2.04)=0.9793, Φ(2.33)=0.9901, Φ(2.50)=0.9938, Φ(2.56)=0.9948.
- Κριτικές τιμές  Ζα της τυποποιημένης κανονικής κατανομής σε επίπεδο σημαντικότητας α

Ζ0.005=2.57       Ζ0.01=2.33       Ζ0.02=2.05       Ζ0.025=1.96      Ζ0.05=1.64    Ζ0.10=1.28

- Κριτικές τιμές  
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 (α)  της Χ2 κατανομής με k βαθμούς ελευθερίας και για επίπεδο σημαντικότητας α.
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 - Κριτικές τιμές tk(α) της t  κατανομής με k  βαθμούς ελευθερίας και για επίπεδο σημαντικότητας α.
  t7(0.05) = 1.89           t7(0.025) = 2.36      t7(0.01) = 3.00    t7(0.005) = 3.50

  t14(0.05) = 1.76         t14(0.025) = 2.14    t14(0.01) = 2.62    t14(0.005) = 2.98
- Κριτικές τιμές Fμ,ν(α)  της F  κατανομής με μ και ν βαθμούς ελευθερίας για επίπεδο σημαντικότητας α. 
F3,2(0.05) = 19.2   F2,6(0.05) = 5.14   F3,6(0.05) = 4.76    F2,11 (0.05) = 3.98     F3,11(0.05) = 3.59
Ενδεικτικές απαντήσεις (Α΄ Σειρά)

1ο Θέμα

Επειδή 
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α) Ζητάμε την πιθανότητα 
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β) Με την υπόθεση ότι ο ισχυρισμός της καπνοβιομηχανίας είναι αληθής η πιθανότητα να βρεθεί τιμή μεγαλύτερη του 4.15, όπως φαίνεται από το ερώτημα (α), είναι πολύ μικρή. Όμως τέτοια τιμή βρέθηκε. Είναι επομένως πολύ πιθανό ο ισχυρισμός να είναι λάθος.
2ο Θέμα

Έστω τα ενδεχόμενα: 

Α: Ο εξεταζόμενος πάσχει από τη συγκεκριμένη ασθένεια 
Θ: Το αποτέλεσμα της εξέτασης είναι θετικό.

Δίνονται οι πιθανότητες: 
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α) Ζητείται η πιθανότητα
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. Από το θεώρημα ολικής πιθανότητας έχουμε:
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β) Ζητείται η πιθανότητα
[image: image28.wmf])
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. Από τον τύπο του Bayes έχουμε: 
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γ) Έστω Χ ο αριθμός των ατόμων από τα 5 που εξετάσθηκαν, έδωσαν θετικό αποτέλεσμα και πάσχουν από την ασθένεια. Προφανώς: 
[image: image30.wmf])
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Ζητείται η πιθανότητα 
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Ενδεικτικές απαντήσεις (Β΄ Σειρά)

1ο Θέμα

Επειδή 
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α) Ζητάμε την πιθανότητα 
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β) Όπως φαίνεται από το ερώτημα (α), με την υπόθεση ότι το συμπέρασμα της μελέτης είναι σωστό, η πιθανότητα να βρεθεί τιμή μεγαλύτερη του 600ppt, είναι πολύ μικρή. Όμως τέτοια τιμή βρέθηκε. Πρόκειται επομένως για την πραγματοποίηση ενός σπάνιου ενδεχομένου.
2ο Θέμα

Έστω τα ενδεχόμενα:
Α: Ο εξεταζόμενος πάσχει από τη συγκεκριμένη ασθένεια
Θ: το αποτέλεσμα της εξέτασης είναι θετικό.

Δίνονται οι πιθανότητες: 
[image: image37.wmf]02

.

0

)

(

=

A

P

, 
[image: image38.wmf]9

.

0

)

/

(

=

Q

A

P

 και 
[image: image39.wmf]95

.

0

)

/

(

=

¢

Q

¢

A

P

 

α) Ζητείται η πιθανότητα
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. Από το θεώρημα ολικής πιθανότητας έχουμε:


[image: image41.wmf]067

.

0

)

02

.

0

1

(

)

95

.

0

1

(

02

.

0

9

.

0

)

(

)

/

(

)

(

)

/

(

)

(

=

-

×

-

+

×

=

¢

×

¢

Q

+

×

Q

=

Q

A

P

A

P

A

P

A

P

P


β) Ζητείται η πιθανότητα
[image: image42.wmf])
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. Από τον τύπο του Bayes έχουμε: 
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γ) Έστω Χ ο αριθμός των ατόμων από τα 6 που εξετάσθηκαν, έδωσαν θετικό αποτέλεσμα και πάσχουν από την ασθένεια. Προφανώς: 
[image: image44.wmf])
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