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Τα περιγραφικά μέτρα που υπολογίζονται από το στατιστικό

πληθυσμό, ονομάζονται παράμετροι του πληθυσμού και εί-
ναι συνήθως άγνωστα.
Tα περιγραφικά μέτρα που υπολογίζονται από ένα τμήμα του
πληθυσμού, ονομάζονται στατιστικά και αποτελούν εκτιμή-
σεις των αντίστοιχων, άγνωστων αλλά πραγματικών τιμών των
παραμέτρων του πληθυσμού.
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Διαστήματα εμπιστοσύνης

Τα στατιστικά Ȳ και s2 αποτελούν σημειακές εκτιμήσεις των
αντίστοιχων παραμέτρων του πληθυσμού. Με βάση όμως τα
δεδομένα ενός δείγματος είναι αδύνατον να προσδιορίσουμε

ακριβώς τις πραγματικές τιμές των παραμέτρων. Η δειγματική
μέση τιμή παίρνει διαφορετικές τιμές αν πάρουμε άλλα δείγ-

ματα από τον ίδιο πληθυσμό. Επομένως για την εκτίμηση
των παραμέτρων του πληθυσμού είναι χρήσιμο να ορίσουμε

ένα διάστημα εμπιστοσύνης εντός του οποίου με βάση μια

ορισμένη πιθανότητα, να περιέχει την πραγματική τιμή της
παραμέτρου.
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΄Ελεγχοι υποθέσεων

Ο έλεγχος υποθέσεων είναι μια διαδικασία κατά την οποία

ελέγχουμε ισχυρισμούς που αφορούν τις παραμέτρους του πλ-

ηθυσμού, με την επιλογή δειγμάτων από τον πληθυσμό.
Υπάρχουν δύο είδη στατιστικών υποθέσεων, η μηδενική υπό-
θεση και η εναλλακτική υπόθεση. Η μηδενική υπόθεση (H0)
είναι η υπόθεση με την οποία ξεκινάμε και υποθέτουμε πως η

παράμετρος μπορεί να πάρει μια συγκεκριμένη τιμή ( π.χ. η
μέση τιμή µ ισούται με µ0). Η εναλλακτική υπόθεση (H1) εί-
ναι η υπόθεση που δηλώνει ύπαρξης διαφοράς και ισχύει όταν

απορρίφθει η μηδενική υπόθεση.
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Η απόρριψη της μηδενικής υπόθεσης, όταν στην πραγματικότητα
ισχύει λέγεται Σφάλμα τύπου Ι. Η πιθανότητα διάπραξης
Σφάλματος τύπου Ι καθορίζεται από την επιλογή του επίπε-

δου σημαντικότητας α από τον ερευνητή, που συνήθως είναι
0,05 ή 0,01. Η πιθανότητα να αποδεχτούμε την H0 όταν είναι
ορθή είναι 1−α. Το 1−α είναι ο συντελεστής εμπιστοσύνης
του ελέγχου.
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Η μη απόρριψη μιας λανθασμένης μηδενικής υπόθεσης όταν

πράγματι ισχύει λέγεται Σφάλμα τύπου ΙΙ. Η πιθανότητα
διάπραξης Σφάλματος τύπου ΙΙ είναι β το οποίο δεν είναι γν-
ωστό από πριν και δεν καθορίζεται. Για ένα ορισμένο αριθμό
παρατηρήσεων η τιμή του β είναι αντίστροφα ανάλογη με αυτή
του α. Η πιθανότητα να απορρίψουμε την H0 και να δεχτούμε
την H1 είναι 1− β και ονομάζεται ισχύς του ελέγχου.
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΄Ελεγχος υπόθεσης για τη μέση τιμή

Ο έλεγχος υπόθεσης για τη μέση τιμή ενός πληθυσμού, που
ακολουθεί κανονική κατανομή, εξαρτάται από το αν η διακύ-
μανση του πληθυσμού είναι γνωστή ή άγνωστη.
Στην περίπτωση που η διακύμανση είναι γνωστή, χρησιμοποιεί-
ται η στατιστική δοκιμασία:

z =
Ȳ − µ0
σ/
√
n

ενώ όταν είναι άγνωστη, χρησιμοποιείται η στατιστική δοκι-
μασία:

t =
Ȳ − µ0
s/
√
n
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Παράδειγμα 3. (one_sample.txt) Τα δεδομένα (101, 96, 93,
108, 102, 92, 98, 97, 95, 103) αναφέρονται στο ύψος σε εκατοστά,
10 αγοριών ηλικίας 4 χρονών. Ελέγξτε με πιθανότητα 0,95, ότι
ο μέσος όρος του πληθυσμού είναι 100 εκατοστά.
Διατύπωση μηδενικής H0 : µ = 100 και εναλλακτικής υπόθεσης
H1 : µ 6= 100,

t =
Ȳ − µ0
s/
√
n

=
98, 5− 100
4, 97/

√
10

=
−1, 5
1, 57

= −0, 954

Ο τύπος του διαστήματος εμπιστοσύνης για τον έλεγχο της

υπόθεσης H0 είναι:

Ȳ ± ta/2,(n−1) ∗ sȲ = 98, 5± 2, 26 ∗ 1, 57 = 98, 5± 3, 548

Το κατώτερο όριο είναι: 94,94 και το ανώτερο όριο είναι: 102,05
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Επειδή ο έλεγχος είναι αμφίπλευρος, η περιοχή απόρριψης της
H0 περιλαμβάνει τιμές μικρότερες από −2, 26 και μεγαλύτερες
από 2,26 (t0,025,9). Η τιμή από την δοκιμασία t ισούται με
−0, 954 και δεν περιλαμβάνεται στην περιοχή απόρριψης της
μηδενικής υπόθεσης, οπότε μπορούμε να υποθέσουμε ότι η μέση
τιμή του πληθυσμού είναι 100 εκατοστά.
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΄Ελεγχος υπόθεσης διαφοράς δύο μέσων τιμών

Αν οι διακυμάνσεις των δύο πληθυσμών σ2
1
και σ2

2
, που ακολου-

θούν κανονική κατανομή, είναι γνωστές, τότε για τον έλεγχο
της υπόθεσης ότι η διαφορά των δύο μέσων τιμών των πληθυσ-

μών είναι μηδέν (H0 : µ1 − µ2 = 0), δηλαδή ότι οι μέσες τιμές
είναι ίσες, χρησιμοποιούμε την στατιστική δοκιμασία:

Z =
(Ȳ1 − Ȳ2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
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΄Οταν οι διακυμάνσεις των δύο πληθυσμών είναι άγνωστες, το
οποίο είναι το πιο σύνηθες, εκτιμώνται από τα δεδομένα των
δειγμάτων. Ο τρόπος σύγκρισης των μέσων τιμών εξαρτάται
από το αν οι τιμές είναι κατά ζεύγη ή ανεξάρτητες.
Αν οι τιμές είναι ανεξάρτητες, θα πρέπει να γίνει έλεγχος αν
οι διακυμάνσεις των πληθυσμών, από τους οποίους προήλθαν
τα δείγματα, είναι ίσες ή όχι.
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Ο έλεγχος της υπόθεσης της ισότητας ή ομοιογένειας των δι-

ακυμάνσεων (H0 : σ2
1

= σ2
2
), γίνεται με τη δοκιμασία:

Fmax =
s2max

s2min

Η τιμή από τη δοκιμασία συγκρίνεται με κρίσιμη τιμή από πί-

νακα του F σε επίπεδο σημαντικότητας α/2 (αμφίπλευρη δοκι-
μασία) και για βαθμούς ελευθερίας n1−1 για τον αριθμητή και
n2 − 1 για τον παρανομαστή.
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΄Εστω δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγματα από δύο κανονικούς

πληθυσμούς με άγνωστες αλλά ίσες διακυμάνσεις, η στατισ-
τική δοκιμασία για την σύγκριση των μέσων τιμών των δύο

δειγμάτων είναι:

t =
(Ȳ1 − Ȳ2)√

s2p
n1

+
s2p
n2

με n1 + n2 − 2 βαθμούς ελευθερίας
όπου Ȳ1 και Ȳ2 οι μέσες τιμές των δειγμάτων, n1 και n2 τα
μεγέθη των δειγμάτων

sȲ1−Ȳ2 =

√
s2p
n1

+
s2p
n2

το τυπικό σφάλμα της διαφοράς των δύο μέσων
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και s2p η εκτιμήτρια της κοινής διακύμανσης σ
2
των δύο πληθυσ-

μών.

s2p =
(n1 − 1)s21 + (n2 − 1)s22

(n1 − 1) + (n2 − 1)
Ο τύπος του διαστήματος εμπιστοσύνης δίνεται από τον τύπο:

(Ȳ1 − Ȳ2)± ta/2,(n1+n2−2) ∗ s(Ȳ1−Ȳ2)
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Παράδειγμα 4. (t_test_equal.txt) Τα δεδομένα αναφέρονται
στο ύψος 10 φυτών από δύο ποικιλίες κριθαριού. Ελέγξτε αν οι
δυο ποικιλίες διαφέρουν ως προς το ύψος.

Κρόνος Νίκη

95 104
99 74
103 84
90 81
121 62
98 67
102 64
94 93
87 73
95 87

n1 = 10 n2 = 10

Ȳ1 = 98, 4 Ȳ1 = 78, 9

s2
1

= 87, 6 s2
2

= 181, 4
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΄Ελεγχος ομοιογένειας των δύο διακυμάνσεων

H0 : σ2
1

= σ2
2
,H1 : σ2

1
6= σ2

2
,

Fmax =
s2max

s2min

=
181, 4

87, 6
= 2, 09

Η κρίσιμη τιμή F για α/2 = 0, 025 και βαθμούς ελευθερίας για
τον αριθμητή n1 − 1 = 9 και για τον παρανομαστή n2 − 1 = 9
ισούται με 4,02. Επειδή η τιμή που υπολογίστηκε (2,09) είναι
μικρότερη από την κρίσιμη τιμή F, δεν απορρίπτεται η υπόθεση
H0 ισότητας των δύο διακυμάνσεων, σε α = 0, 05.
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Επειδή δεν απορρίφτηκε η H0, η συμψηφισμένη διακύμανση υπ-
ολογίζεται ως εξής:

s2p =
(n1 − 1)s21 + (n2 − 1)s22

(n1 − 1) + (n2 − 1)
=

s2
1

+ s2
2

2
=
181, 4+ 87, 4

2
= 134, 05

Το τυπικό σφάλμα της διαφοράς:

sȲ1−Ȳ2 =

√
2 ∗ 134, 05
10

=
√
26, 81 = 5, 18

Εφαρμόζεται η δοκιμασία του t:

t =
(Ȳ1 − Ȳ2)

sȲ1−Ȳ2
=
98, 4− 78, 9
5, 18

= 3, 76
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Η κρίσιμη τιμή t για α/2 = 0, 025 (αμφίπλευρη δοκιμασία) και
βαθμούς ελευθερίας n1 + n2 − 2 = 18 ισούται με 2,1. Επειδή η
τιμή που υπολογίστηκε (3,76) είναι μεγαλύτερη από την κρίσιμη
τιμή t, απορρίπτεται η μηδενική υπόθεση H0, σε α = 0, 05.
Επομένως οι ποικιλίες διαφέρουν στατιστικά σημαντικά ως προς

το ύψος.
Ο τύπος του διαστήματος εμπιστοσύνης για τον έλεγχο της

υπόθεσης H0 είναι:
(Ȳ1−Ȳ2)±ta/2,(n1+n2−2)∗sȲ1−Ȳ2 = (98, 4−78, 9)±2, 1∗5, 18 =
19, 5± 10, 9
Το κατώτερο όριο είναι: l1 = 8, 6 και το ανώτερο όριο είναι:
l2 = 30, 4
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΄Οταν οι διακυμάνσεις δεν είναι ίσες, δεν μπορούμε να υπολογί-
σουμε ένα κοινό s2 από τα δύο δείγματα. Ο έλεγχος της δι-
αφοράς των μέσων τιμών των δειγμάτων γίνεται με το Welch’s
t-test:

t ′ =
Ȳ1 − Ȳ2
sȲ1−Ȳ2

όπου:

sȲ1−Ȳ2 =

√
s2
1

n1
+

s2
2

n2

και οι διορθωμένοι βαθμοί ελευθερίας (Welch–Satterthwaite) υπ-
ολογίζονται ως εξής:

BE ′ =
(s2
1
/n1 + s2

2
/n2)

2

(s2
1
/n1)2/(n1 − 1) + (s2

2
/n2)2/(n2 − 1)
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Παράδειγμα 5. (t_test_unequal.txt)Τα δεδομένα αναφέρονται
στην ανάπτυξη εκφύτων σε θρεπτικό υπόστρωμα MS με και
χωρίς προσθήκη φυτορυθμιστικής ουσίας (ΙΑΑ).

MS MS+ΙΑΑ

11,9 21,4
15,2 35,4
14,1 22,4
13,9 25,7
10,1 31,4
13,2 26,7
12,5 34,2
- 24,5

n1 = 7 n2 = 8

Ȳ1 = 12, 9 Ȳ1 = 27, 7

s2
1

= 2, 8 s2
2

= 28, 3
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΄Ελεγχος ομοιογένειας των δύο διακυμάνσεων

H0 : σ2
1

= σ2
2
,H1 : σ2

1
6= σ2

2
,

Fmax =
s2max

s2min

=
28, 3

2, 8
= 10, 1

Η κρίσιμη τιμή F για α/2 = 0, 025 και βαθμούς ελευθερίας
n2−1 = 7 για τον αριθμητή και για τον παρανομαστή n1−1 = 6
ισούται με 5,69. Επειδή η τιμή που υπολογίστηκε (10,13) είναι
μεγαλύτερη από την κρίσιμη τιμή F, απορρίπτεται η μηδενική
υπόθεση H0 ισότητας των δύο διακυμάνσεων, σε α = 0, 05.
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Επειδή απορρίφτηκε η H0, το τυπικό σφάλμα της διαφοράς υπ-
ολογίζεται ως εξής:

sȲ1−Ȳ2 =

√
s2
1

n1
+

s2
2

n2
=

√
2, 8

7
+
28, 3

8
= 1, 98

Ο στατιστικός έλεγχος είναι:

t ′ =
Ȳ1 − Ȳ2
sȲ1−Ȳ2

=
12, 9− 27, 7
1, 98

= −7, 41

BE ′ =
(2, 8/7+ 28, 3/8)2

(2, 8/7)2/(7− 1) + (28, 3/8)2/(8− 1)
= 8, 54 ≈ 9
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Η κρίσιμη τιμή t για α/2 = 0, 025 και βαθμούς ελευθερίας 9
ισούται με 2,26. Επειδή η τιμή που υπολογίστηκε (7,41) είναι
μεγαλύτερη από την κρίσιμη τιμή t, απορρίπτεται η μηδενική
υπόθεση H0, σε α = 0, 05. Επομένως τα θρεπτικά υποστρώ-
ματα διαφέρουν στατιστικά σημαντικά ως προς την ανάπτυξη

εκφύτων. Η πιθανότητα αυτό το συμπέρασμα να είναι λάθος,
είναι το πολύ 0,05.
Ο τύπος του διαστήματος εμπιστοσύνης για τον έλεγχο της

υπόθεσης H0 : µ1 = µ2 είναι:
(Ȳ1 − Ȳ2) ± ta/2,BE ′ ∗ sȲ1−Ȳ2 = (12, 9 − 27, 7) ± 2, 26 ∗ 1, 98 =
−14, 7± 4, 5
Το κατώτερο όριο είναι: l1 = −19, 2 και το ανώτερο όριο είναι:
l2 = −10, 2.
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Παράδειγμα 6. (paired samples.txt) Τα δεδομένα αναφέρονται
στην περιεκτικότητα σε mg βιταμίνης C ενός τροφίμου πριν και
μετά από θερμική κατεργασία.

Ζεύγη πριν μετά D (διαφορά)
1 6,85 6,28 0,57
2 7,05 6,84 0,21
3 8,24 7,07 1,17
4 5,2 5,05 0,15
5 6,18 6,16 0,02
6 6,71 6,67 0,04
7 7,01 6,49 0,52
8 5,46 5,24 0,22

Μέση Τιμή 6,59 6,22 0,36
Άθροισμα 52,7 49,8 2,9
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s2
D̄

=

∑
D2i − (

∑
Di )
2/n

n − 1
=
2, 081− (2, 9)2/8

7
= 0, 147

sD̄ =
√
s2D/n =

√
0, 147/8 = 0, 135

Ο έλεγχος της σημαντικότητα της διαφοράς:

t =
D̄

sD̄
=
0, 36

0, 135
= 2, 67

Η κρίσιμη τιμή t για α/2 = 0, 025 και βαθμούς ελευθερίας 7
ισούται με 2,36. Επειδή η τιμή που υπολογίστηκε (2,67) είναι
μεγαλύτερη από την κρίσιμη τιμή t, απορρίπτεται η H0.
Ο τύπος του διαστήματος εμπιστοσύνης είναι:
D̄ ± ta/2,(n−1) ∗ sD̄ = 0, 36± 2, 36 ∗ 0, 135 = 0, 36± 0, 32
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H πιθανότητα να υποπέσουμε σε σφάλμα τύπου Ι σε μία σύγκρ-
ιση των μέσων δύο δειγμάτων ονομάζεται βαθμός σφάλματος

κατά σύγκριση αKΣ και ισούται με α.
Η πιθανότητα διάπραξης τουλάχιστον ενός σφάλματος τύπου

Ι σε μία ομάδα ανεξάρτητων συγκρίσεων ονομάζεται βαθμός

σφάλματος κατά πείραμα αKΠ και ισούται με:

αKΠ = 1− (1− α)c

όπου c ο αριθμός των ανεξάρτητων συγκρίσεων.
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Δοκιμασία F

Για το έλεγχο πολλών δειγμάτων, αντί των πολλαπλών t-test
μπορεί να χρησιμοποιηθεί η γενική δοκιμασία του F . Η δοκι-
μασία του F ελέγχει αν οι παρατηρούμενες διαφορές ανάμεσα
στις μέσες τιμές των δειγμάτων οφείλονται σε τυχαίους λόγους

ή σε συστηματική διαφορά ανάμεσα στα δείγματα.
Προϋπόθεση για την εφαρμογή της δοκιμασίας του F είναι
οι πληθυσμοί από τους οποίους προέρχονται τα δείγματα να

ακολουθούν κανονική κατανομή, να έχουν ίσες διακυμάνσεις
και οι παρατηρήσεις να είναι ανεξάρτητες.
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Η δοκιμασία του F είναι ο λόγος δύο διακυμάνσεων και οι δι-
ακυμάνσεις που ελέγχει, είναι οι δύο διαφορετικές εκτιμήσεις
της πληθυσμιακής διακύμανσης σ2. Η πρώτη προέρχεται από
τον υπολογισμό απευθείας από την εντός των δειγμάτων διακύ-

μανση και η δεύτερη εμμέσως από την μεταξύ των δειγμάτων

διακύμανση.
Η εντός των δειγμάτων διακύμανση ή συμψηφισμένη διακύ-

μανση s2p αποτελεί μια καλή εκτίμηση της διακύμανσης σ
2,

ανεξάρτητα αν οι μέσοι των δειγμάτων διαφέρουν και υπολογίζε-

ται ως εξής:

s2p =
(n1 − 1)s21 + ...+ (nk − 1)s2k

(n1 − 1) + ...+ (nk − 1)
=

(n1 − 1)s21 + ...+ (nk − 1)s2k
N − k

όπου N = n1 + ...+ nk και k ο αριθμός των δειγμάτων
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Η μεταξύ των δειγμάτων διακύμανση s2τ αποτελεί μία άλλη
εκτίμηση της διακύμανσης σ2, αν υποθέσουμε όμως ότι δεν
υπάρχουν διαφορές μεταξύ των μέσων τιμών των δειγμάτων.
Αν θεωρήσουμε τις μέσες τιμές των k δειγμάτων ως ένα δείγμα,
η διακύμανση των μέσων τιμών των δειγμάτων υπολογίζεται ως

εξής:

s2
Ȳ

=

∑k
i=1(Ȳi . − Ȳ..)

2

k − 1
Επειδή όμως η διακύμανση του πληθυσμού σ2 είναι n φορές
μεγαλύτερη της διακύμανσης των μέσων τιμών των δειγμάτων

s2
Ȳ

= σ2/n, η μεταξύ των δειγμάτων διακύμανση s2τ υπολογίζε-
ται ως εξής:

s2τ = ns2
Ȳ

= n

∑k
i=1(Ȳi . − Ȳ..)

2

k − 1
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Για να ελέγξουμε την ορθότητα ή μη της μηδενικής υπόθεσης

(H0 : µ1 = µ2 = ... = µk), η γενική δοκιμασία F είναι η εξής:

F =
διακύμανση μεταξύ των δειγμάτων

διακύμανση εντός των δειγμάτων
=

s2τ
s2p

(1)

η οποία συγκρίνεται με την κρίσιμη τιμή του πίνακα F για
α=0,05 (μονόπλευρη δοκιμασία) και για k − 1 βαθμούς ελευ-
θερίας του αριθμητή και N − k βαθμούς ελευθερίας του παρα-
νομαστή.
Αν η μηδενική υπόθεση είναι αληθής, δηλαδή οι μέσες τιμές
δεν διαφέρουν, αναμένουμε ο λόγος των δύο διακυμάνσεων να
είναι κοντά στην μονάδα, ενώ αν δεν είναι αληθής, ο λόγος
θα είναι πολύ μεγαλύτερος της μονάδας επειδή ο αριθμητής

περιέχει και τη μεταβλητότητα που οφείλεται στη συστηματική

διαφορά ανάμεσα στα δείγματα.
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Παράδειγμα 7. (Ftest.txt) Τα δεδομένα αφορούν πείραμα που
πραγματοποίησε ένα μηχανικός, για να ελέγξει την επίδραση
τριών διαφορικών συνθηκών αποθήκευσης, στην διάρκεια ζωής
μπαταριών.

1η επέμβαση 2η επέμβαση 3η επέμβαση
5 18 6
8 14 12
9 16 14
7 13 17
11 17 13

n1 = 5 n2 = 5 n3 = 5

Ȳ1. = 8 Ȳ2. = 15, 6 Ȳ3. = 12, 4

s2
1

= 5 s2
2

= 4, 3 s2
3

= 16, 3
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Διατύπωση υποθέσεων:
Μηδενική υπόθεση H0 : µ1 = µ2 = µ3
Εναλλακτική υπόθεση H1 : µ1 6= µ2 6= µ3

Υπολογισμός εντός των δειγμάτων διακύμανσης s2p

s2p =
(n1 − 1)s21 + (n2 − 1)s22 + (n3 − 1)s23

(n1 − 1) + (n2 − 1) + (n3 − 1)
=

s2
1

+ s2
2

+ s2
3

3
=

=
5+ 4, 3+ 16, 3

3
= 8, 53

Υπολογισμός μεταξύ των δειγμάτων διακύμανσης s2τ

s2τ = ns2
Ȳ

= n

∑k
i=1(Ȳi . − Ȳ..)

2

k − 1
=

= 5
[(8− 12)2 + (15, 6− 12)2 + (12, 4− 12)2]

3− 1
= 72, 8
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΄Ελεγχος των διακυμάνσεων με την δοκιμασία F :

F =
s2τ
s2p

=
72, 8

8, 53
= 8, 531

Η κρίσιμη τιμή από τον πίνακα του F για n − 1 = 2 βαθμούς
ελευθερίας του αριθμητή και N − k = 12 βαθμούς ελευθερίας
του παρανομαστή και σε επίπεδο σημαντικότητας α = 0, 05,
είναι 3,885.
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Επειδή ο λόγος του F (8,531) είναι μεγαλύτερος από την κρίσι-
μη τιμή F(0.05,2,12) (3,885), απορρίπτεται η μηδενική υπόθεση.

Επομένως τουλάχιστον δύο επεμβάσεις διαφέρουν στατιστικά

σημαντικά μεταξύ τους, σε επίπεδο σημαντικότητας 0,05.
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Ανάλυση Διακύμανσης, ANOVA

Για την ανάλυση σύνθετων πειραμάτων στα οποία υπάρχουν

πολλές πηγές παραλλακτικότητας, εισήχθη από τον Sir Ronald
A. Fisher το 1919, η στατιστική μέθοδος της Ανάλυσης Διακύ-
μανσης ήΠαραλλακτικότητας (Analysis of Variance, ANOVA),
η οποία αποτελεί το βασικότερο στατιστικό εργαλείο στον πειρα-

ματικό σχεδιασμό.
Η ανάλυση διακύμανσης διαχωρίζει τη συνολική παραλλακ-

τικότητα των δεδομένων του πειράματος στις διάφορες πηγές

παραλλακτικότητας και στην συνέχεια ελέγχει κάθε μία ξε-

χωριστά με την δοκιμασία του F .
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Το γραμμικό μοντέλο που περιγράφει τις επιδράσεις σε μία

παρατήρηση, είναι το εξής:

Yij = µ+ τi + εij

όπου Yij η j παρατήρηση της i επέμβασης
µ ο γενικός μέσος του πληθυσμού
τi η επίδραση της i επέμβασης
εij το πειραματικό σφάλμα, N(0, σ2)
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Επειδή τα µ, τi και εij δεν είναι γνωστά, εκτιμούνται από τα
δεδομένα του πειράματος. O γενικός μέσος µ εκτιμάται από
το μέσο Ȳ.., η επίδραση των επεμβάσεων τi , από την απόκλιση
(Ȳi . − Ȳ..) και το πειραματικό σφάλμα εij , από την απόκλιση
(Yij − Ȳi .).
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Αν στο γραμμικό μοντέλο, αντικαταστήσουμε τις άγνωστες
παραμέτρους με τους αντίστοιχους εκτιμητές, το μοντέλο γίνε-
ται ως εξής:

Yij = Ȳ.. + (Ȳi . − Ȳ..) + (Yij − Ȳi .)

Αν από την πάραπάνω τύπο αφαιρεθεί από τις δύο πλευρές η

μέση τμή Ȳ.. τότε

(Yij − Ȳ..) = (Ȳi . − Ȳ..) + (Yij − Ȳi .)

αν υψώσουμε και τα δύο μέλη της σχέσης στο τετράγωνο,

(Yij − Ȳ..)
2 = (Ȳi . − Ȳ..)

2 + 2(Yij − Ȳi .)(Ȳi . − Ȳ..) + (Yij − Ȳi .)
2
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το επαναλάβουμε για όλες τις παρατηρήσεις και αθροίσουμε

τα αποτελέσματα, η σχέση δίνεται ως εξής:

a∑
i=1

n∑
j=1

(Yij − Ȳ..)
2 =

a∑
i=1

n∑
j=1

(Ȳi . − Ȳ..)
2+

2

a∑
i=1

n∑
j=1

(Yij − Ȳi .)(Ȳi . − Ȳ..) +
a∑

i=1

n∑
j=1

(Yij − Ȳi .)
2

επειδή όμως

a∑
i=1

n∑
j=1

(Ȳi . − Ȳ..)
2 = n

a∑
i=1

(Ȳi . − Ȳ..)
2

και

n∑
j=1

(Yij − Ȳi .) = Yi . − nȲi . = Yi . − n(Yi ./n) = 0

η σχέση γράφεται ως εξής:

a∑
i=1

n∑
j=1

(Yij − Ȳ..)
2 = n

a∑
i=1

(Ȳi . − Ȳ..)
2 +

a∑
i=1

n∑
j=1

(Yij − Ȳi .)
2
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Πίνακας Ανάλυσης Διακύμανσης

Πηγή

Παραλ/τητας
Βαθμοί

Ελευθερίας

Άθροισμα

Τετραγώνων

Μέσο

Άθροισμα

Τετραγώνων

Δοκιμασία

F ΘΣΜΤ
1

ΘΣΜΤ
2

Μεταξύ

των

επεμβάσεων

a-1 n
a∑

i=1
(Ȳi . − Ȳ..)

2 ATεπ/(a− 1) MTεπ/MTυπ σ2 +
n
∑a

i=1 τ
2

i
a−1 σ2 + nσ2τ

Εντός των

επεμβάσεων

ή Υπόλοιπο

a(n-1)
a∑

i=1

n∑
j=1

(Yij − Ȳi .)
2 ATυπ/a(n − 1) σ2 σ2

Σύνολο an-1
a∑

i=1

n∑
j=1

(Yij − Ȳ..)
2

1
Θεωρητική Σύσταση Μέσου Τετραγώνου με σταθερές επιδράσεις,2Θεωρητική Σύσταση Μέσου Τετραγώνου με τυχαίες επιδράσεις
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Ανάλυση δεδομένων του παραδείγματος 7.

Διατύπωση υποθέσεων:
Μηδενική υπόθεση H0 : µ1 = µ2 = µ3
Εναλλακτική υπόθεση H1 : µ1 6= µ2 6= µ3

Για τον υπολογισμό του συνολικού αθροίσματος τετραγώνων

αντί του τύπου:

ATσυν =
a∑

i=1

n∑
j=1

(Yij − Ȳ..)
2

μπορεί να χρησιμοποιηθεί ο τύπος εργασίας:

ATσυν =
a∑

i=1

n∑
j=1

Y 2ij −∆O
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όπου α = o αριθμός των επεμβάσεων, n = o αριθμός των
επαναλήψεων και ΔΟ, ο διορθωτικός όρος (correction term),
ο οποίος υπολογίζεται ως εξής:

∆O =

(
a∑

i=1

n∑
j=1

Yij)
2

an
=

Y 2..
an

=
(5+ 7+ ...+ 17+ 13)2

3 ∗ 5
=
180

2

15
= 2160

επομένως χρησιμοποιώντας τον τύπο εργασίας για το ΑΤσυν.:

ATσυν = 52 + 82 + 92 + ...+ 142 + 172 + 132 − 2160 = 248

΄Ελεγχοι υποθέσεων 51 / 67



Για τον υπολογισμό του αθροίσματος τετραγώνων των επεμ-

βάσεων, αντί του τύπου:

ATεπ = n
a∑

i=1

(Ȳi . − Ȳ..)
2

χρησιμοποιείται ο τύπος εργασίας:

ATεπ =
a∑

i=1

Y 2i .
n
−∆O

ATεπ =
40
2

5
+
78
2

5
+
62
2

5
− 2160 = 145, 6

΄Ελεγχοι υποθέσεων 52 / 67



Για τον υπολογισμό του αθροίσματος τετραγώνων των υπολο-

ίπων, αντί του τύπου:

ATυπ =
a∑

i=1

n∑
j=1

(Yij − Ȳi .)
2

υπολογίζεται η διαφορά:

ATυπ = ATσυν − ATεπ = 248− 145, 6 = 102, 4
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Υπολογισμός μέσου αθροίσματος τετραγώνων των επεμβάσεων:

MTεπ =
ATεπ

a− 1
=
145, 6

2
= 72, 8

Υπολογισμός μέσου αθροίσματος τετραγώνων του υπολοίπου:

MTυπ =
ATυπ

a(n − 1)
=
102, 4

12
= 8, 533

΄Ελεγχος των διακυμάνσεων με την δοκιμασία F :

F =
MTεπ

MTυπ
=
72, 8

8, 533
= 8, 531
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Πίνακας Ανάλυσης Διακύμανσης

Πηγή

Παραλ/τητας
Βαθμοί

Ελευθερίας

Άθροισμα

Τετραγώνων

Μέσο

Άθροισμα

Τετραγώνων

Δοκιμασία

F F πίνακα

Μεταξύ

των

Επεμβάσεων

a− 1 = 2 145,6 72,8 8,531** 3,885

Εντός των

επεμβάσεων

ή Υπόλοιπο

a(n − 1) = 12 102,4 8,53

Σύνολο an − 1 = 14 248
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΄Ελεγχος Προϋποθέσεων

Οι βασικές προϋποθέσεις για την ανάλυση της διακύμανσης, εί-
ναι ότι οι πληθυσμοί από τους οποίους προήλθαν τα δείγματα-
επεμβάσεις να ακολουθούν την κανονική κατανομή, οι διακυμάν-
σεις των πληθυσμών να είναι ίσες (ομοσκεδαστικότητα) και οι
παρατηρήσεις να είναι ανεξάρτητες. Aν για τον έλεγχο χρησι-
μοποιηθούν τα υπόλοιπα εij (residuals) ή τα τυποποιημένα
υπόλοιπα εijstd (standardized residuals), πρέπει να ακολουθούν
την κανονική κατανομή N(0, σ2), να έχουν κοινή διακύμανση
και να είναι ανεξάρτητα.
Για τον έλεγχο των προϋποθέσεων μπορούν να χρησιμοποι-

ηθούν τόσοι γραφικές όσο και στατιστικοί μέθοδοι.
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Υπολογισμός υπολοίπων και τυποποιημένων υπολοίπων

Επέμβαση Y εij = Yij − Ȳi . εijstd = εij/si
1 5 -3 -1,15
1 8 0 0
1 9 1 0,38
1 7 -1 -0,38
1 11 3 1,15
2 18 2,4 0,92
2 14 -1,6 -0,61
2 16 0,4 0,15
2 13 -2,6 -1
2 17 1,4 0,54
3 6 -6,4 -2,45
3 12 -0,4 -0,15
3 14 1,6 0,61
3 17 4,6 1,76
3 13 0,6 0,23
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Μία γραφική μέθοδος για τον έλεγχο της κανονικότητας, εί-
ναι το Q-Q διάγραμμα (quantile-quantile plot), το οποίο συγ-
κρίνει τα ποσοστιαία σημεία του δείγματος, με τα πληθυσμιακά
ποσοστιαία σημεία της κανονικής κατανομής. Αν τα σημεία εί-
ναι κοντά σε ευθεία γραμμή δεν υπάρχει ένδειξη για απόκλιση

από την κανονικότητα.
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Ο έλεγχος ότι τα υπόλοιπα των επεμβάσεων έχουν κοινή δι-

ακύμανση γίνεται με ένα διάγραμμα διασποράς υπολοίπων

(residuals plot). Αν για όλα τα δείγματα – επεμβάσεις, τα υπ-
όλοιπα είναι κατανεμημένα ομοιόμορφα και τυχαία γύρω από

την οριζόντια ευθεία που διέρχεται από το 0, υπάρχει μια καλή
ένδειξη ότι έχουν κοινή διακύμανση.
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΄Ελεγχος κανονικότητας Shapiro-Wilk test

Ο έλεγχος Shapiro-Wilk ελέγχει τη μηδενική υπόθεση ότι ένα
δείγμα προήλθε από έναν κανονικά κατανεμημένο πληθυσμό.
Το κριτήριο της δοκιμής υπολογίζεται ως εξής:

W =

(∑n
i=1 ai (x(n+1−i) − xi )

)
2∑n

i=1(xi − x)2

όπου

(a1, . . . , an) = mΤV−1

(mΤV−1V−1m)1/2
και m = (m1, . . . ,mn)Τ

mi είναι οι αναμενόμενες τιμές των διατεταγμένων παρατηρήσεων

και V ο πίνακας συνδιακύμανσης τους.
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Για τον έλεγχο Shapiro-Wilk η διαδικασία είναι η εξής:
α) Τα υπόλοιπα εij των παρατηρήσεων διατάσσονται σε αύξ-
ουσα σειρά.
β) Υπολογίζονται οι διαφορές των διατεταγμένων υπολοίπων
(x(n+1−i) − xi ).
γ) Επιλέγονται οι τιμές a με βάση τον αριθμό των παρατηρήσεων
από τον αντίστοιχο πινάκα συντελεστών Shapiro-Wilk.
δ) Υπολογίζεται το γινόμενο a · (x(n+1−i) − xi )
ε) Υπολογίζεται η τιμή W , η οποία ελέγχεται με το P − value,
με βάση τον αριθμό των παρατηρήσεων, του αντίστοιχου πί-
νακα Shapiro-Wilk.
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i xi eij x(n+1−i) eij (x(n+1−i) − xi ) a∗ a · (x(n+1−i) − xi )

1 x1 -6,4 x15 4,6 11 0,515 5,665
2 x2 -3 x14 3 6 0,3306 1,9836
3 x3 -2,6 x13 2,4 5 0,2495 1,2475
4 x4 -1,6 x12 1,6 3,2 0,1878 0,60096
5 x5 -1 x11 1,4 2,4 0,1353 0,32472
6 x6 -0,4 x10 1 1,4 0,088 0,1232
7 x7 0 x9 0,6 0,6 0,0433 0,02598
8 x8 0,4 x8 0,4 0 0 0

(= 9,971)

W =

(∑n
i=1 ai (x(n+1−i) − xi )

)
2∑n

i=1(xi − x)2
=
9, 9712

102, 4
= 0, 971

Επειδή η τιμή p-value (0,871) είναι μεγαλύτερη από το α=0,05,
δεν απορρίπτεται η μηδενική υπόθεση και επομένως οι παρατηρή-

σεις ακολουθούν την κανονική κατανομή.
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΄Ελεγχος ομοσκεδαστικότητας Levene test

O έλεγχος Levene βασίζεται στην ‘ανάλυση διακύμανσης’ των
παρατηρήσεων μετά την μετατροπή τους με την έκφραση:

Zij = |Yij − Ȳi ·|

O έλεγχος τροποποιείται και ονομάζεται Brown-Forsythe, αν
αντί για το μέσο Ȳi , χρησιμοποιηθεί η διάμεσος Ỹ .
Το κριτήριο W υπολογίζεται ως εξής:

W =
(N − a)

(a− 1)

∑a
i=1Ni (Z̄i . − Z̄..)

2∑a
i=1

∑Ni
j=1(Zij − Z̄i .)2

και συγκρίνεται με την κρίσιμη τιμή από τον πίνακα του F , για
ΒΕ αριθμητή a− 1 και ΒΕ παρανομαστή N − a για α = 0,05.
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W =
(12)

(2)

5 · [(1, 6− 2)2 + (1, 68− 2)2 + (2, 72− 2)2]
[(3− 1, 6)2 + ...+ (0, 6− 2, 72)2]

=

=
(12)

(2)

(5 · 0, 7808)
(38, 496)

= 0, 6085

Επειδή η τιμή W = 0, 6085 είναι μικρότερη από την κρίσιμη
τιμή F του πίνακα (3,885) για 2 και 12 βαθμούς ελευθερίας του
αριθμητή και του παρανομαστή αντίστοιχα, δεν απορρίπτεται
η μηδενική υπόθεση, οπότε οι διακυμάνσεις είναι ίσες.
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